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6)5

Neuer und e!ementaru Beweis des Legendreschen
Reciprocitats - Gesetzes.

(Vou Berrn Stud. €. Eisenstein zu Beilin.)

Nlcht leicht mochte die Geschichie eines mathematischen Satzes ein groisexes
Interesse darbieten, als die des beriihmien Fundamentaltheorems fur die qua-
dratlschen Reste. ' -Man Vselfs, dafs alle ‘Bemihungen der’ grofsten Mathe-
matiker - vor Gaufs -an dieser steilen Klippe gescheitert sind, bis es endlich
dxesem Elnzxgen gelang, den verborgenen Pfad zu enidecken und  bis zum
Ziele vorzudringen. . Er ist aber auch der Einzige geblieben, der in dieser-
Hinsicht etwas geleistel hat. Seit einer Reihe von. fast dreifsig. Jahren ist
den ‘sechs Beweisen, welche Gaufs von dem Saize gegeben hat; kein neuer
hmzugefﬁgt worden und dies scheint weniger darin-seinen Grund: gehabt Zu
hahen, dafs man den Gegenstand als ahaethan belrachlele, sondern vielmehr
in der Schwierigkeit, die sich, selbst nach dem bereits Gel elsteten der Auf-
ﬁndung eines neuen Weges entgegenslelle.

Der neue Be“ eis, den wir in dieser Abbandlung miltheilen wollen, ist
ganz elementarer Ari. Er dirfle, aufser der Eihfachheit besonders Das als-
einen’ Vorzug in Anspruch nehmen dafs eine Operation, von deren Ausfibr-
barkeit die Richtigkeit des Saizes ahhano durch eine rein analytische Trans-
formahon aﬂgemem auslihrbar gemacht mzd

‘Wenn namlich p und ¢ irgend zwei ungerade Primzahlen bezeichnen,
und (p) das bekannle Legendresche Zeichen ist, so kommi der ganze Beweis

darauf hinaus. die angezeigle Division

(— 1P =1 dle=1) phig=1) (_{z}
(~—1] 7

q

wirklich auszufibiren., d. L. den Dividendus so umzuformen, dafs er in der
That durch den Dxnsor theilbar wird, oder die ganze Zahl & allgemein so
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zu bestimmen, dafs der Ausdruck ()
e o T
EEER (¢S PR ICES SRS (S D R {9y o et
(—1) | Pl (\71; == g wird.
1 - Es seien o, &, ¢, .... o, algemeine Glieder der Reihe
(w) 1,2,3,....p—L
Man bilde den Ausdruck ‘

(2 (&) (%) = 2,

dessen Werth offenbar nur die Einkeit mit dem positiven oder negativen
Zeichen sein kann, und bezeichne die Summe

2 =(%) (_j;;) o

welche sich tber alle Werthe von
(a) oy, fay s e

erstreckt, durch w(u). Da diese Summe nichts anders ist als die Potenz

{(r ;—;_Sw-i /g \]:u
- KT} s
R ‘f}
g=p-—-1 .

und da = (—;—) =0 ist, so hat man

a==1

3. iy == 0.

W

II. Die Glieder der _Summé w(uw) lassen sich in eine Anzahl p von
Partialgruppen zerlegen. Da namlich fiir jedes Glied E derselben die Summe

oy b, =8

‘einer der p Zahlen 0, 1, 2, ... p— 1 nach dem mod. p congruent werden
mufs, so rechnen wir in die erste Partialgruppe alle diejenigen Glieder &,
fiir welche s =10 (mod. p) ist; in die zweite Partialgruppe alle diejenigen, far
welche s=1 (mod. p) ist, W s W allgemein, in die »-{-1te Partialgruppe alle
diejenigeli Glieder E, fiir welche
4. ’alﬁ—agv«{—'as—;} e —i,~rfu = (mod. p)

isi, Wir be;’aeichnen' ﬂie‘up‘fjaftialreihen,‘ in welche auf diese Weise w(u)
gerfallt, der Reihe nach durch

5wy 0)y Wiy 1)y Wty Dy oo Wy vy o Pl p—1L)
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1. Die Reihen w{u, ) besilzen mehrere merkwiirdige - Elgenschaf--
ten. Man hat zunachct offenbar

6. Wi oy o) M»L*hku 1; v~ --*3- gL, gnw—i/ == ) = 0.
Ich behaupte ferner dafb fur ‘}Cdﬁﬂ mckt durch p theilbaren Werth' von &,

o S "
?, wip, k) == (’“" wlu, 1) st
o ff{;)g vﬁ}zfuvfij :

In der That geniigt L es, in die fir 4 (u, kj»siai,iﬁndende Bedingungscongruenz

o o e, =k g_m\}d 7)

und in’ das allgemeine Glied der Summe

@ = z);:!,:;f ) ' ’k,f'?”ﬂ’ {mod. ]))

zu substituiren, und zu bedenken, dals j3,, ,;’,,‘,, .;.,';’E?# daun selbst VVIed,er‘.
allgemeine Glieder der Reihe { ‘w.) werden, um sich von der Rxchtxgkext der
Formel (7) zu iberzeugen: s ergiebt sich hieraus, dafs far einen _yeraden
Werth vou sy

8 wip.l

e elos L, = zﬁza{u,,p‘_l)y"

also auch, wegen (6.7,

9. "{;'f\;u, R 17 == & gnd
by mm e pppe, 1),

10, 1

i wiw, b
12 wiu.t -y ;== U und.
f'\t TN T -~ £} jat

IV, Um den Werth der Summen -*s;v.\’;z;zf’j volistandig bestimmen  zu
konnen, bilde man eine Recursionsformel, durch welche die Summen w@u, )
in die einfacheren wi{u — 1, 1) ﬂuwemzmk werden.

Man erhdlt nach der Definition:

zf{'y {\ff' 4 }";3 e

ot T AL

Schreibt man das aligemeine Glied B der Summe so
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und die Bedingungscongruenz so:
at -t e, = v —e, (mod. p),
so zeigt sich auf der SteHe, dafs dxe Relation

14. w,u,y)._z( Y p(u—1,7—a,)

Statt findet, wo das = zur Rechten eine einfuche Summe anzeigt, die sich auf
die Werthe von «, ‘bezieht.  Es sei, um diese Recursionsformel anzuwenden,
auerst v =0. Fir diesen Fall giebt die Formel

Y(u,0) = ";‘(I )w(uml — e, ).
Da —a, nicht durch p theilbar ist, so hat man nach (7))

plu—1, — d'u) = (j—‘-—~>ﬂ~llgﬂ{ju,‘~«‘ 11

Setzt man diesen Werth hinein, so kommt
a(i

:——;—_)u (~}£> wiw—1,1)

Aber =(Z%Y" ist offenbar =p—1 oder =10, je nachdem w« gerade oder
» » ey ,

, w(w, 0) == E(

ungerade ist: also erhalt man endlich
15.  y(u,0) = (*7")([1“1 oy (w— 1,1, oder =0,

je nachdem u gerade oder ungerade isi.

Um ebenso w(u, k) zu bestimmen, wenn & nicht durch p theilbar ist,
bemerke ich, dafs fir einen geraden ‘Werth_von. w diese Summe schon durch
(15.) mitgegeben ist. In der That, die Formel (9.) giebt

wlu, k) == z,u\g.c,()).
also erhdlt man aus (13.)
16. w{u, k) = — (:7_1) wiu-—1,1); w gerade.

Um endlich den Werth von w{x, k) auszudrﬁcken, wenn u ungerade ist, be-
dienen wir uns wieder der Recursionsformel. (14) Sie giebt

Y, k) = 2( )WW“' k—a,)
Dasjenige Glied der Reihe zur Rechten? welches dem Werthe o,=K ent-
spricht, liefert (%)“W'(,u.—v—,— -, 0); fir-alle ibrigen Glieder ist k — o, nicht ¢

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XX VI, Heft 4, 42
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durch p theilbar, und da «—1 cine gerade Zahl ist, so kann man die Glei-
chungen (8.) benutzen, und man sieht, dafs alle Glieder der obigen Reihe,
mit Ausnahme des schon erhalienen, gefunden werden, wenn man den ge-
meinschafilichen Factor vy (x—1,1) nach und nach mit

(), (). (51, () (25

multiplicirt, so dafs sich die Reihe folgendermafsen schreiben lafst:

== (%)'-[/!ff(,ﬁ%m!,(7>—~@'U(,Liv—*i, 1]
== —~— (:w;) pwin—1,1) (nach (10.)).
Wir erbalten also
17, w(u, k) = m(}ij—%}w{;@mh 1)y u ungerade;
und namentlich fir &A==1,
18, yw{u,1) = W(?)’#’(H — 1, 1}, oder = —py{u—1,1),
je nachdem u gerade oder ungerade ist.

V. Die Formel (18.) licfert nach und nach das Sysiem von Glei-

chungen
(2 1) = (20,1
\ —1

widi, 15 T e —-;)-m ’éﬁi,gi«“—-i.i)
w{2h-—1, 1) = —py{i—21)

pn e e —w{\) -
Wil f»r’“‘wg? E/ e (’?)/ U’t\.) A D 1;-
1?!) ‘\‘j;‘) ‘E . ;'?/’? !;‘;”(i(‘z? i)‘
w2, 1 == e (:j)w ‘1, 1

\k v - !J! J i ~ s s

Multiplicirt man alle diese Gleichungen mit einander, hebt auf beiden Seiten
den gemeinschaftlichen Factor.

YRy w(2h— 1,1 ool i)

heraus, und bemerkt, dafs w (i, 1) == (g_) == [ und (?):(——I)W’") ist,
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so erhélt man

19, w2 b = = P gl
und hieraus noch nach (18

20, w2, 1) == — P0G pie,

VI. Ist jetzt ¢ eine zweile, von p verschiedene ungerade Primzahl,
so hat man nach (19.)

)

M. g, 1) == [ D ),

Wir wollen mun untersuchen, ob in der Summe
) o , /a\
wil Vo o <~‘.> <__~\) R A
SSERY pi\pi \p /
o= oy e, =1 (mod. p)j

Glieder vorkommen konnen, fir welche gleichzeitig
22. o == ¢, = o, == elc. = «, ist
Diese Bedingungen erfordern dic folgende,
go, = 1 (mod. p):
eine Congruenz, welche nur fir einen einzigen Werth «, ==7 erfillt wird. Es
existirt also nur ein einziges Glied in (g, 1), fir welches alle Elemente «

einander gleich sind, und der Werth dieses Gliedes ist

AT N (g
(“;7) T (;}) - (p)'
Sehliefsen wir dieses Glied von der Summe w{¢, 1) aus, so kommt
9 - e it _ (1Y = g = s (&) (%2 %
23. (=D P (p) 4 E(p)(p)""(p)"
wo in der Summe zur Rechten «¢,. ¢, .... «, simmtlich allgemeine Glieder
der Reihe 1, 2, 3, .... p—1 vorstellen, und wo alle Combinationen genom-

men werden miissen, fir welche den beiden Bedingungen geniigt wird, dafs

erstens
24, oo g =1 (mod. p),
und dafs zweitens
25. nicht gleichzeilig o == o, == elc. = o, sel.
Der Ausdruck o erscheint hier in der elementarsien Weise dargestellt, in
welcher man iiberhaupt eine ganze Zahl zerfillen kann; némlich als ein Aggregat
von posiliven und negativen Einleiten. Sehen wir jetzt, ob sich unter

dieser Form die Division durch die Primzahl ¢ wird verrichten lassen.
42 *
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VII. Es sei
Op == My, Oy == My, .. .. kaq == m,
irgend ein System von Werlhen, welches den Bedingungen geniigt, denen
die Elemente « in (24.) und (25.) unterworfen sind, so dafs
26,  m, Tmypomg = | (mod. 3R
R7. und dafs nicht zugleich m, = m, == étc. = m,,
Dann geniigen offenbar . die folgenden ¢ Systeme, welche durch cyclische Per-
mutation der Elemente aus einander entstehen und von denen das erste das
vorgelegte ist, nemlich 5 |
(ne“ Mas M, .o g, my .,

My, My, My, ... om,, om,,
8. (s, omy, omg. ... o, m,,
Vs MU Mes L, g,

allen den Bedingungen (24.) und (25.): wie unmillelbar aus der symmetri-
schen Natur von (26.) und (27.) in Bezichung auf ihre Elemente klar ist.
Diese ¢ Sysieme sind alle von einander verschieden, weil ¢ eine Primzahl ist
und necht alle Elemente einander gleich sind: sie ertheilen aber dem aﬂge'-
meinen Gliede der Summe (23.) alle genau denselben Werth., Es folgt hier-
aus, dafs die Totalsumme (23.) in eine Anzahl von Gruppen getheilt werden
kann, so dafs jede Gruppe ¢ einander gleiche Glieder enthalt; und somit ist
die Theilbarkeit unseres Ausdrucks 7 durch ¢ erwiesen. Es ist leicht, hier-
nach den Quotienten selbst hinzuschreiben. Derselbe ist

; NLf 1 Y s
(103 0p~1  dlg—1 i )
_— ’ 7 f e,

wo sich die Summe uber alle Werthe der verschiedenen e ersireckt, welche
den in (24.) und (25.) ausgesprochenen Bedingungen geniigen, wo aber noch
die Beschrankung hinzutritt, dafs von je g Systemen, welche auseinander
durch c¢yclische Permutation der Elemente wie in (28.) enistehen, immer
nur en einziges genommen werden muls.

VIII. Deas Legendresche Reciprocitaisgeselz st eine unmittelbare Fol-

gerung der eben veransialteten Umformung.  In der That, wie eben gezeigt
wurde, ist
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(— L= =l el (f) durch ¢ theilbar;

aufserdem ist aber

Py = (_";) {mod. ¢},

folglich ist auch
(— 1)HP=D) 3D (%) —_ (.z_)

durch ¢ theilbar, was nicht anders geschehen kann, als wenn -

30. (g-) - <mj>]§‘(P‘f‘5)=%('1’"i)( }‘f)

ist; was zu beweisen war.

Berlin im April 1844.
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