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Applications de Algebre & I'Arithmétique
transcendante.

{Par Mr. G. Eisenstein & Berlin)

Eiant proposé deux équalions algébriques guelconques on pourra en eliminer
la quantité inconnue z de dewx manieres différentes, soit en metiant dans la
seconde a la place de » sa voleur tirée de la premiere, soit en mellant dans
la premiére & la place de = sa valeur tirée de la seconde, sans changer
essenticllement le résultat de I'éliminaiion. Nous ferons voir dans ce qui suit
que les lois de réciprocité powr les résidus quadratiques, cubiques et bigua-
dratiques, (théorémes si celebres lant par ta difficelte de leur démonsiralion,
que par Passiduité avec laguelle les plus: grands géomelres s'en sont occupés)
ne soni autre chose que Pinierprétation arvithmétique du simple fait algébrique
dont nous venons de parler. Ainsi par ex.emp?e, en pesant sin v=uwx, si
Pon désigne par p et ¢ deux pombres premiers 1mpairs (réel) et par z = *ta,
sinpv

—— + /2 resp. les ensembles des racines des deny dgualions ~r Sl == 0,
x o P {ledit :

[N R emned H

sin v
g, p dépendent resp. des deux
multiplication se rapporte a toules Tos valeurs de a et de [3: il existe ‘des

singqv . . . b ; PO AP VO SO
WY __ (). nots verrons que les résidus de proTY ol A5 gnivant les modules
3 i

.

s j’}r ﬁt} o atij.

et I7T:a" /3%, ou la

résultats analogues pour les résidus cubiques et biguadratiques. La methode
qui nous conduira a ces résultats est tees simple. elle traile d’une maniére
parfaitement symmétrique les dewx nombres a comparer, el coaserve dans les
qui se rapportent aux

démonstrations 'analogie qui existe enfre les _
résidus des différentes puissances. Ap reste onm pest considérer ce gue nous
allonis exposer comme les premiers ¢léments dune nouvelle docirine ou 'on
renvoie les questions arithmétiques & Palgéhee b & Uanalyse, de maniére qualors:
toutes les difficuliés se réduisent 2 celles quofive le calenl. Jentre en matiére
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en commengcant par les résids
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5

Hésidus quadratiques.

Etant donné un npombre premier impaiv (réel eb positif) p, on peut
toujours concevoir un systeme de vésidus pour le module p ¥) distribué en deux
groupes tels, que les termes qui composent le deuxiéme groupe sont opposés a
ceux dd prémier; nousreprésenterons les t6rmes généraux de ces ddux roupes

?
par 7 el par —r; on pourra p. e. prendre pour 7 lés nombres 1, 2,3, ... 3 (p—1)
et pour —r les nombres —1, —2, —3, ... — {p—1). Cela posé, si I'on
multiplie tous les 7 par un entier quelconque ¢ non divisible par p, les résidus
des produits ¢r se trouveront en parlie parmi les 7 of en sarti parmi les —

I 7 I f P p

En posant, selon ces deux cas que nous venons de distinguer,

ou gr=r' on ¢gr = —r" (wod p),
de sorle que ' se trouve loujours parmi les r on aura. respeclivement:

g j E

. Ggrw . orw ) . i
R e el § 1} —— GH A0 e T e ST e .

ot 'on a Tait pour abréger w==2x On aura done dans tous les cas

Substituant dans ceite expression de » toules ses +{p —1, valeurs et multipliant

entre elles toutes les expressions que cela dotne. cn obtiendra, en observant

encore que {ous les #* coincident avee 1ous les

sin Al
F— - o . ) . . . .
GOy = e p ST 2 7 R {wod. p),
i a7 -
Posin—
donc, st I'on divise te cetle congrueunce par [Ir, ce qui

est permis, fJr n'élani pas

(1. gl = {mod. p}.

Cetle formule exprime lo caractere quadratique de g par rapport 2 p. Sup-
posant mainienant gue ¢ soif sussiun nombre prémier impair, le caractere quadra-
tique de p par rapport 2 ¢ sera exprimé dune maniére analogue par la formule

systeme qui est un multiple du mo-

hvs
At

*3 4 Pexclusion de
dule; ¢ qu'on suppose
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(2) p == AT (et (mod. g
{ sin Ll
} o

(la multiplication se rapporiant a ¢} qui esi expression géncrale dune suile de
nombres qui joints aux — ¢ composent un systéme de résidus pour le module ¢.

Il ne s’agit doune que de comparer entre eux les deux caractéres qua-
dratiques a droite dans les formules (1.) et (2). Si Pon fail sinv=ux, les

quantiiés

seront des fonclions enlieres de o resp. p — 1 et g—1; de plus,

o P PR . T . .
en posant _sm—})-« ==zogr, SIS == 5,0 0@E rafiles de x.'efiuatmn £ == 0 seront

désignées par .o ef eelles de I'équation @ ==0 par 43, Cela étant, le

deuxiéme membre de la formule (!.) sera équivalent au produit des valeurs
que prend Uexpression ¢ en y meltant pour & loules les valeurs de «, el de
méme on obtiendra le deuxiéme membre de la formule (2.) en mellant dans
P pour x toutes les valeurs de /7, et [aisant le produit des expressions qui
en résultent, Or on a

(i R0

P— @), Q= - —— A1z — ),

done il viendra
: i) wae FOTFImE N Frand ~
(30 ¢ f == (7T e* 7  (mod. p),
4y poY o= O —of)  (mod. g),
oli chaque valeur de « doit éire combinée avec chaque valeur de 8. € est

i ~ ; (—E=DHT=
une constante qui se trouve éire C==-—pi—rr—r—. Mainlenant le nombre

des a ést =4 (p—1), et le nombre des [ est ==}(g— 1), par conséquent le

nombre des combinaisons & et 5 sera ==L (p—1)%(g—1); d’ou enfin on tire
Ie? —3) == [— 10D [T — o*).

Ceite derniére équation comparée avee (3.} et (4.) donne immédiatement Ia

loi de reciprocité pour les résidus quadratiques. Si Uon veut éviter la con-

stante C, il faut se servir des tangenies au lien des sinus.

i3
H

Hesidus biguadratiques.
Les résidus biquadratiques peuvent étre traites d’'une maniére absolument

semblable. Tes fonctions elliptiques, ou plutot cetie espece particuliere de
23 *
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fonctions elliptiques qui se rapporieni a la lemniscale, jouent ici le role des

sinus; il faut donc dire d’abord quelques mots sur ces fonctions.
Nous désignerons par « ==-sin am» la fonclion de v qui satisfait 4 I'équation

differentielle
dr = dov. {1 — 2%,

et qui en méme temps s’évanouit avec v. Celte fonction est periodique de deux ma~

dr

1 B .
niéres; en effel en posant.w = 4f V=70 ona sin am (@ -k w) == sin am v,
L)

k étant un entier complexe quelconque de la forme a-+bi, ou a et b sont
des entiers réels. Une autre propriété de cette fonclion est exprimée par
sinaméy == ¢sinamo,

propriété trés-importante pour notre recherche et qui se déduit immédiatement
de I'équation différentielle, en observant que celle-ci ne varie pas par le change~
ment simultané de & en iz el de v en év. On sait en outre par les recherches
d’Abel et de Mr. Jacob: *) que sin am (u--v) peut étre exprimé algébriquement
par sinamu et sin amo, el surfout, qu'en prenant pour = un eniier complexe
impair, on peut réduiré sinammv a une fonction rationelle de sin am v.

Soit m==a--b¢ un nombre premier complexe impair; soit la norme
de 2, c'est a dire I'enlier réel et posilif @'+ 8, ==p= N(m); on pourra
loujours partager un systéme de résidus pour le module m, qui contient p — 1
termes a I'exclusion de celui qui est divisible par le module, en quatre groupes,
de maniére que les termes du 2%, 3% gt 4" groupe se déduisent de ceux
du premier en multipliant ceux de celui-ci par i, par —1, et par —i re-
spectivement. Nous désignerons indéfiniment les termes de ces quatre groupes
par 7, ér, —r, —ir resp. Multipliant alors tous les = par un entier complexe
quelconque n non divisible par m, les résidus des produils nr se trouveront
en parlie parmi les r, en partie parmi les ¢, —s, ou —ér. Soit selon ces
quatre cas quil y a a distinguer,

nr =, ir, —r, —ir, (mod. m),

ou r' se trouve parmi les r. Cela posé, on aura selon les quaire cas

N nrw
sin anm ————
m . .
T T I, g, —1, ou lt 73
sin am ——
ki3

*) Yoir p. e. le 2¢, 3 et 4%~ volume de ce journal. Il parait que Mr. Gauss
élait déja 4 la fin dudernier siécle en possession des pricipaux théorémes sur ces fonctions;
en effet dans ses disq. arithm. il a promis un ouvrage étendu sur ces fonctions, mais
il paralt gue 1&s circonstances et d’autres travaux l'ont empéché d’exécuter son projét.
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1 1 . 1o . s ¥y o Mr e
y ==, == gy, 0w désigne un entier indétermine, Téquation différentielld
. o dn
que nous venons d’écrire se changera par celle substitution en V=T =
md& _dy mdg

7@4_‘_1 el on pourra disposer de u de maniére que Ti— = yA=Ey

Celle derniére equation sera donc saiisfaite par Pinlégrale n=—=1“¢&
& 7

comme il est facile de voir que celle-ci, réduite a la forme zf‘g
&p—1 qy(

doit coincider avec lintégrale » qui satisfail 4 la méme équation dxﬂ'erentleﬂe,
on pourra, a une unilé complexe prés, égaler enire eux séparément les numé-
rateurs et les dénominateurs des deux intégrales dont il s’agit. Cela dounne

. 1 . . " . .
w(x) ==t "’ gp(—;),; » €élant un enlier réel. Pour en déterminer la valeur,

il suffira de domner 4 » une valeur particuliére. Posant p.e. v==J4w, on

. . L, 1 ;
trouvera & ==sinam{w==1 el sinam }{mw) = z’q;r{i)j ==4{""; or Ppour une
valeur primaire de 2 on a sinam}(mw)== 1 (Tome IL. Page 111 de ce journal)
e e sin ammy x
el par suite ¢'==1, donc on a définitivement == At >———- pour une

bl

i ,

sinamy xi”—i(p(i)
A

valeur praomaire de wm; ce quil s'agissait de prouver.

Si donc on suppose que m et n tous les deux soient == 1 (mod. 2 24),
et qu'on fasse

sinamome wilxy sinamny  flx)
sinamev iy’ sinamyv 1y’
@ ‘;,/.Yg,\-'l (}; (M‘3 9=t /’(_ﬂ___)
oy &
o rw X o -
sinam-—— == ¢,  ginamS— == 3,
m ' 7

les racines de l'équation ¢ (@) == 0 seront donnéés par +«, +ic, et celles
de Péquation f(«)==0 par 3, +if3, de sorte. qu'on peut écrire

sin am mt Lird —us) sin amay H{rs — —B4

sin am & JI(l——a x4’ sin am ¢ T Oz
De 1a et des deux formules (1.} et (2.} on tire

) oy . H{@d—Fsy -
(3) nir = T Fay {(mod. m),




